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ЧИСЛА БЕТТИ ПРОСТРАНСТВ ОБОБЩЕННЫХ
СОВЕРШЕННЫХ СПЛАЙНОВ
Знайдені числа Бетті просторів узагальнених досконалих сплайнів.
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Найденычисла Бетти пространств обобщённых совершенных сплайнов.
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Betti numbers of the spaces of generalized perfect splines are found.
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Пусть @(t) — непрерывная, монотонно возрастающая на отрезке [0; 1]
функция, такая что ©(0)=0. Рассмотрим некоторое разбиение промежутка
[0; | О=\ < 1, <... <: < Пи=1 и набор знаков $, = +1, і «14-11. Заданная
на отрезке [0; 1] функция
Е(л,8, 0) є 8; тіло(т,зот, -0}, для бе (пут,|, (1)
называется ®-сплайном с 9+1 узлами {ni . Символом ©, обозначим
пространство ®-сплайнов вида (1), для которых а<п, а топология
определяется метрикой, индуцированной из Г. [0,1].
Сокаждьм топологическим пространством Е связывают его. группы
гомологий[4,с. 97] Ну(Е), К=0,1,2,.... Ранги В(Е)= гакНу (Е) называются
числами Бетти топологического‘ пространства Е. В [2] было ‘доказано, что
группа Н, (0, ) является свободной абелевой группой с | ||
n+2 n+] es
В, (Q, ) =піно (2)
образующими,а все группы Ну (О,), К> п, - тривиальны.
Эйлеровой характеристикой топологического пространства Е
называется величина
х(в)-хорк(ву.
В [3] была найдена эйлерова характеристика пространства ©,
2 ол. n+2
1(0,)=22E 2 (3)
Для каждого целого неотрицательного а обозначим через ОУ замкнутый
4-мерный шар радиуса 1. При этом считаем, что 0° состоит из одной точки.





пространство Х, представленное в виде объединения Х= 00.oi попарно
4=9
непересекающихся множеств е7, называемых 4-мерными клетками, для
каждого из которых задано отображение #4:0% > Х, сужение которого на
внутренность №09 шара Опредставляет собой гомеоморфизм между ШО“
иет. При этом предполагаются выполненными следующие аксиомы:
(С) Граница 2) з є Ле! клетки е; содержится в объединении конечного
числа клеток размерности меньшей 4.
СУ) Множество Е с Х замкнуто тогда и только тогда, когда для каждой
клетки е! замкнуто Бпе,.
Отображение ГГ" назьваєтся характеристическимдля клеткиє).
Обьединениє клеток размерности, не превьшающей т, клеточного
пространства Х называется его т-м остовом и обозначается зКе„Х.
Из аксиомы (С) следует, что характеристическое отображение #1
переводит сферу 5%" = 27 \ ШИМ в а-1-Й остов ske,_,X. Сужение {^ на сферу
ах.
С каждым клеточным пространством Х можно связать [4, с. 109]
последовательность свободных абелевых групп С«У, 4 2 0,1,2,...,
5" называется отображением, приклеивающим клетку е' к остову 5Ке
называемых группами 9-мерных цепей, и последовательность граничных
гомоморфизмов.
д, сх) >C,.(X), q= 12...
Образующими группы: «Х) служат все 4-мерныеклетки е? пространства X,a
граничный гомоморфизм д. определяется приклеивающими отображениями,
соответствующими д-мерньм клеткам. Граничньє = гомоморфизмы
удовлетворяют равенству 0.д..,=0, которое влечёт за сбой включение
Кегд, > пд... Известно [4, с. 111], что группы гомологий H,(X) клеточного
пространства Х изоморфны факторгруппам Кегд. /№пд... Отсюда следует,
что группа H, (x) определяєтся остовом ske,,;X (t.e. На (X)= H,(ske,.1X)).
Опишем, следуя [3], клеточное разбиение пространства @©,. Пусть
задан набор знаков $; =+1, $= ($1,5...31): Определим 9-мерную клетку
е'(5) как множество сплайнов Ё вида(1), имеющихв точности 4+2 узла
О =" < 1, <... < 1<=и Signf(t) =s, ana te (Hn), i=Lqtl.





+ 1, Ух; =
ist
Для каждого вектора хе В* определим разбиение
— = atl,Вндек 1X; 2
0 = n(x) <n, (x) <..<4) < Nya) = І, где ту (х) є Ук, ка Ъа+1.
1=]
Для каждого набора знаков s,=+1, S = (S),8).-..84.,) определим
отображение ла :В' — О, заданное формулой
п(х) = Е(п(х),8,ж),
где сплайн Е определён посредством (1). Отображение mm? является
характеристическим для клетки е"(58).
Очевидно 0, - клеточног пространство, имеющее 24"! клеток е"(5),
задаваемых различными наборами знаков $, в каждой размерности 4хп,
Нетрудно также заметить, что для любого К, ОК п
о ske, Q, = Q,.
` Основным результатом данной работыявляется следующая теорема.
ТеоремаЇ. Длялюбого целого п» Bx(Qq)= 0,k =1,2,..,n-1.
Доказательство. В [1] ‘доказано, что пространства о; при п»і
односвязнь, т. е. их фундаментальные группы тривиальны. Поскольку
одномерная группа'гомологийлинейносвязного топологического пространства
изоморфна прокоммутированной фундаментальной группе [4, с. 120], группа
H,(Q,,) также тривиальна, вчастности B(Q,)=0.
‚Докажем теорему 1 применив принцип математической. индукции: В
случае п = 2 утверждение теоремыимеет место, поскольку.в (©,)= 0.
| Рассмотрим п>2 и предположим, что теорема справедлива для всех
Оп» АП. Поскольку группа Н.(О,) полностью определяется k+1-m
OCTOBOM кер, з=Q..,;, TO mia К=1,2,...п-2 в силу предположения
индукции Пи
В(©, )=Вк (©,1)=0. (4)
Осталось доказать, что
| B,(Q,)=9. (5)
В силутого, что группы H,(Q, ), k>n, - тривиальны, для k>n
получим В (©, )= 0. С учётом (4) получим, что эйлерова характеристика
пространства ©), равна
ХО ) = Bo (0, ) + (-iво)(- 1) В, (Q, ) . (6)
Поскольку ©, линейносвязно, Во (0, )2 1. Тогда из (6) будем иметь
C1)"'B,(2,)=x(2,)- + C18,(2,))




С каждым линейно связным топологическим пространством Е также
связывают  последовательность групп лк (Е),  k=1,2,..., называемых
гомотопическими группами[4,с. 63]. Последние связаныс группами гомологий
пространства Е теоремой[4,с. 120].
Теорема А. Пусть Е — линейно связное топологическое пространство,
целое число т>1. Если ®(Е)= п.(Е)=...= пи(Е)=0, то ли(Е)= Ни (Е).
Согласно доказанной в [1] односвязности пространств 0 при п>1
л(©.)=0. Тогда, ввиду теоремы А л›(©,)=Н.(©,). Согласно [2] группа
H, (©,) =71®Ф7®7Ф17Ф 2. Таким образом, получим следующую теорему.
Teopema 2. 1,(Q,)=Z@Z@Z@ZOZ.
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